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The fundamental flow models of metallic materials at room temperature, including the Ludwik, Hollomon, Swift and Voce

models, were evaluated in terms of tensile test with an emphasis on the necking phenomena and post-necking behavior, to

emphasize their limitation in satisfying tensile strength and Considère condition as well as the pre-necking and post-necking

strain hardening. To resolve this limitation and enhance the applicability of the new proposed flow model to typical strain

hardening materials, the Ludwik-Swift blended flow model is proposed after investigation into three blended flow models

among the Ludwik, Voce and Swift models. Results revealed that there is no interpolation-based blended flow model of the

fundamental flow models for the example flow curve exhibiting typical strain hardening but that the extrapolation-based

combination of them can provide an engineering solution when the Ludwik and Swift models are blended. It was revealed

that the reason for their good matching lies in the distinct difference in the strain hardening exponent, between the Ludwik

and Swift models in the case of metallic materials with typical strain hardening.
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1. 서론

체적소성가공 시뮬레이션 기술은 소성가공 산업 혁신의 중심

에 서 있다. 이론과 응용 기술의 꾸준한 발전으로 인해 예측 결

과와 실험 결과의 차이는 점점 더 좁아지고 있다. 체적소성가공

시뮬레이션 기술에 영향을 미치는 주요 요소는 재료의 유동특

성[1]과 마찰특성[2]이다. 재료의 상태와 공정의 조건에 영향을

받는 이러한 유동특성, 특히 냉간 소성가공용 재료의 유동특성은

재료의 사전 소성변형 및 열처리 등의 상태에 크게 의존적이기

때문에 관련 학문적 및 기술적 발전이 기대 수준에 미치지 못하

고 있다. 상온에서 금속 재료의 유동특성은 전통적인 주제이지만,

최근, 자동차 경량화, 균열 또는 충돌 시뮬레이션을 위한 전체

재료 정보, DIC를 비롯한 측정 시스템 기술 개발 등의 시대적

요구로 인하여 관련 연구가 활발히 진행되고 있다[3-7]. 

체적소성가공 시뮬레이션에서 흔히 재료는 등방성 경화 특성

을 따른다는 가정에 바탕을 두고 있다. 등방성 경화의 가정 범위

이내에서 상온에서의 유동특성과 관련된 주요 문제는 고변형률

에서의 유동응력을 획득하는 데 따르는 어려움, 유동응력의 수식

적 표현 방법, 인장시험의 해석 가능 여부 등으로 요약된다. 지속

적으로 적용 영역이 확대되고 있는 자동다단 냉간단조에 의해

단조되는 재료는 대부분 3.0 이상의 변형률을 겪는다[8-10].

체적소성가공 공정 해석용 유동응력의 획득을 위하여 중실
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축대칭 소재를 이용한 시험이 널리 활용되고 있다. 원통 인장

시험은 단순하면서도 고변형률까지 재현성과 신뢰성이 높아

체적소성가공용 유동특성과 파단 현상을 파악하는 데 유리하다.

Mirone [11]은 인장시험을 이용하여 Bridgman의 네킹부 곡률

측정법[12]을 개선시켜 변형률 1.1까지 유동응력을 계산하였으

나 오차를 줄여 주는 기법이 접목되지 않았기 때문에 정확도 측

면에서 단점을 지니고 있다. Joun 등[13]은 실용적 실험-수치 혼

합법(Experimental-Numerical Combined Method)으로 인장시험

을 활용한 유동응력 획득 기법을 개발하였으며, SCM435의 경우

1.6의 변형률에서 유동응력을 획득하였다. Kamaya와 Kawakubo

[14]는 역계산법(Inverse Method)으로 노치중실실린더(Notched

Solid Cylinder)를 활용하여 변형률 0.85에서 유동응력을 획득하

였다. Hering 등[15]은 전방 압출 이후의 인장시험을 통하여 1.7

내외의 변형률에서 유동응력을 획득하였다. 그러나 이 방식은

비용이 많이 소요되고, 마찰에 큰 영향을 받으며, 인장시험의 예

측과는 무관한 단점이 있다. 

원통 인장시험을 활용한 실험-수치 혼합법이 크게 발전하지

않은 원인은 인장시험의 결과가 네킹에 크게 의존적이며, 수치

적으로 민감하게 영향을 받기 때문에 일반적인 오차 최소화 기

법의 적용이 용이하지 않기 때문이다[5]. 전술한 고변형률에서

의 유동응력 획득 방법 중에서 Joun 등의 방법은 인장시험의 고

정도 예측에 사용될 수가 있다. 이것은 인장시험에서 발생하는

파단 현상을 밝히는데 필요한 유동특성으로 직접 사용될 수 있

는 이점이 있다[16].

유동응력의 연구 주제에서 유동응력의 표현 방식도 또 하나

의 중요한 문제가 되고 있다. 구간함수로 표현하면, 이 문제는

수치 해석적 측면에서 근본적으로 해결되지만, 닫힌 꼴 함수

(Closed-Form Function)로 표현하는 것은 중요하다. 무엇보다

닫힌 꼴 함수는 재료의 특성을 파악하고 단순화하는데 유리하

다. 그리고 구간함수로부터 유동응력을 구할 수 있는 최대 변형

률이 제한적인 반면, 자동다단 냉간단조의 경우에는 고변형률로

인하여 외삽이 불가피하다. 이때, 유동응력의 닫힌 꼴 함수 표현

은 이 문제를 해결하는 데 도움을 준다. 그런데 전형적인 상온

유동곡선은 저변형률에서 급격한 기울기의 변화를 발생시키며,

변형률의 증가에 따라 그 기울기의 변화가 크게 감소하는 특징

이 있어, 제한된 재료상수(수 계산으로 계산할 수 있는 최대의

수는 3개임)로 이러한 유동곡선의 표현이 용이하지 않다. 그리

고 인장시험을 공학적으로 정확하게 예측하고자 할 경우, 항복

강도, 인장강도, Considère 조건(네킹점에서 최대 인장하중 또는

최대 공칭응력이 작용해야 한다) [17]을 만족해야 한다. 따라서

이 문제는 해의 존재 여부를 판단할 수 없는 매우 어려운 문제

에 속한다. 

전통적으로 냉간 단조 재료의 전형적인 진응력-변형률 곡선,

즉 유동곡선은 Ludwik [18], Voce [19], Hollomon [20], Swift

[21] 등의 기본 유동모델(Fundamental Flow Model)에 의해 표

현되었다. 이러한 전통적인 수식 모델들은 다수의 합금강을 포

함한 많은 재료에 적용할 수 없음에도 불구하고, 재료의 유동

문제를 해결하기 위하여 여전히 중요시되고 있다. Ludwik 모델

은 확장성이 좋으므로 변형률 속도 및 온도의 영향을 표현하기

위한 목적으로 폭넓게 활용되었다[22]. Hollomon 모델과 Swift

모델은 Ludwik 모델과 동일한 수학적 배경을 가지고 있다. 상

수항을 0으로 가정하고 변형을 탄성변형과 소성변형으로 나누면

Ludwik 모델을 각각 Hollomon 및 Swift 모델로 변환할 수 있다.

그러나 재료는 항복 발생 직후 유동특성의 급격한 변화를 겪기

때문에, 특히 작은 변형률에서 각 모델은 고유한 특성을 갖는다.

Hollomon은 과도한 변형률 연화를 보이는 것으로 알려져 있으

므로 Joun 등[13]은 변형률의 함수로 유동상수, 즉 강도계수를

수식화하여 이 문제를 보상하였다. Voce 모델은 점근 응력

(Asymptotic Stress) 및 관련 피크 곡률점으로 인해 다른 기존 재

료모델과 크게 다르다. 따라서 네킹 이후에는 상당히 다른 패턴

을 보여준다. 즉, 과도한 포스트-네킹(Post-Necking) 변형연화를

나타낸다. 이러한 문제를 해결하기 위해 많은 연구자들이 Voce

모델을 개선하려고 시도하였다[23-27].

전술한 기본 유동모델이 안고 있는 한계를 극복하기 위한 방

법으로 네 개 또는 그 이상의 유동상수를 사용하는 응용 유동모

델들[24-26]이 개발되었다. 문제는 이러한 응용 유동모델의 경

우, Considère 조건을 만족시키는 것이 용이하지 않다는 것이다.

대부분의 연구자들이 이러한 점을 무시한 데는, Joun 등[13]의

연구 이전에는 포스트-네킹(Post-Necking) 변형률에 대한 유동

응력의 획득이 사실상 불가능했기 때문이다. 최근 들어 DIC 등

에 의하여 포스트-네킹 변형경화(Post-Necking Strain Hardening)

의 획득이 보편화되었지만[6,7], 여전히 네 개 이상의 유동상수

로 표현된 닫힌 꼴 함수를 사용할 경우, 프리-네킹(Pre-Necking)

변형경화, 포스트-네킹 변형경화, 인장강도, Considère 조건을

동시에 만족시키는데 있어 계산상 어려움이 따른다. 이 조건을

만족시키기 위하여 최소한 네 개의 유동상수가 필요하며, 방정

식이 그 변수들에 민감하게 영향을 받기 때문이다. 이러한 문제

의 해소를 위한 공학적 접근 방법이 Razali 등[28]에 의하여 제

안되었다.

변수는 늘리되, 해법이 비교적 간단한 방법으로 이미 혼합 유

동모델이 다수의 연구자들에 의해 제안되었다. Sung 등[29]은

Hollomon 모델과 Voce 모델의 혼합 유동모델을 제안하였고,

Banabic과 Sester [30]는 Swift 모델과 Hockett/Sherby 모델[31]

을 제안하였으며, Lemoine 등[32]은 Swift 모델과 Voce 모델의

혼합 유동모델을 제안하였다. 그러나 이들은 대부분 저변형률에

초점을 맞춘 판재성형 측면에서 혼합 유동모델을 제안하였으며,

혼합 유동모델의 장점을 충분히 활용하지 못하였다. 

전술한 바와 같이, 단일 유동모델은 일반적으로 네킹 전후의

변형경화 거동을 동시에 만족시킬 수 없다. 다수의 단일 유동모

델이 주요 형상 요건(크기와 기울기 등)을 모두 충족하면, 그 선

형조합도 주요 형상 요건을 충족한다. 따라서 이 경우, 선형조합,

즉 혼합 유동모델은 큰 어려움 없이 네킹 조건(네킹이 발생하

는 변형률과 인장강도)뿐만 아니라 네킹 전후의 변형경화를 대

표하는 점, 즉 대표 변형률에서 유동특성을 모두 만족시키는
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목적으로 사용될 수 있다. 이러한 특징을 고려하여 인장시험에

서 네킹 조건을 만족시키면서 네킹 전후의 대표 변형률에서 유

동특성을 만족시키는 방법으로 실용적 혼합 유동모델을 제시

한다.

2. 예제의 정의 및 전통적인 기본 유동모델의 비판

Fig. 1에서 하부의 파선은 원통 인장시험의 실험 결과를 나

타낸다[13]. 네킹점에서 공칭변형률과 진변형률은 각각 0.135,

0.127이고, 공칭응력과 진응력은 각각 356, 404 MPa이다.

Fig. 1에서 상부의 실선은 Joun 등[13]의 방법으로 구한

SWCH10A의 유동곡선이며, 인장시험의 과정에서 재료가 겪

는 진응력-변형률 곡선이다. 이 방법에서 프리-네킹 변형경화

는 네킹 조건을 만족하는 Hollomon 유동곡선으로 표현하고,

포스트-네킹 변형경화는 변형률의 선형구간함수로 표현된 강

도계수 함수를 축차적 방법으로 최적화하여 구한다. Fig. 1에

서 점 S 이후의 점선은 재료가 파단에 이르는 과정을 나타낸

다. 이 연구에서 이 유동곡선은 기존 유동응력 모델을 평가하

기 위한 기준 유동곡선(Reference Flow Curve, RFC)으로 사용

된다. 이 유동곡선으로 해석한 인장시험(시편의 직경: 6.25 mm,

게이지 길이: 25 mm)의 결과를 Fig. 1의 하부에 파선으로 나타

내었다.

Fig. 1에서 인장시험의 실험 결과와 해석 결과(유동특성 획

득에 사용된 동일한 해석 조건으로 강소성 유한요소법[33]을

사용하여 얻었음)를 비교한 결과, 네킹점에서부터 점 S에 상응

하는 점 S’까지의 범위에서 실험 결과를 기준으로 했을 때 최

대의 오차는 2.6%이다. 이것은 RFC가 인장시험 시에 발생하는

소성변형률과 그에 상응하는 유동응력을 잘 반영하고 있음을 입

증한다.

이제 전통적인 유동모델인 Ludwik 모델, Voce 모델, Hollomon

모델, Swift 모델을 이용하여 RFC의 표현에 관해서 고찰해 본

다. 이 전통 유동모델은 각각 다음과 같이 수식화되며, 괄호 속

은 Considère 조건을 나타낸다. 

(i) Ludwik model

(1)

(ii) Voce model

(2)

(iii) Hollomon model

(3)

(iv) Swift model

(4)

여기서 , , , , , , , , , ,  등은 유

동상수이며, 과 은 각각 네킹점에서 진변형률과 진응력

을 의미한다.

Hollomon의 유동상수는 2개이며, 나머지 유동모델은 3개의 유

동상수로 표현된다. Hollomon 모델을 사용할 경우, 네킹점(인장

강도와 Considère 조건)을 만족시킴으로써 2개의 유동상수를 결

정할 수 있다. 그러므로 더 이상의 유동곡선에 대한 조건을 만족

시킬 수가 없다. 유동곡선을 피팅할 때 Ludwik, Voce, Swift 모델

은 네킹 조건을 만족시키면서 하나의 추가적인 점, 즉 대표 변형

률에서 유동응력을 만족시킬 수 있다. 선행연구[28]에 의하면,

Swift 모델로 Fig. 1의 RFC상에서 네킹점과 점(0.016, 322 MPa)

을 만족시키도록 한 결과, S의 지점에서 RFC 기준으로 약 13%의

오차를 보였으며, 이를 이용한 인장시험을 예측한 결과, 시험 결

과 기준으로 인장하중의 오차가 23%에 다다랐다. 이것은 프리-네

킹 변형경화 정보를 사용한 외삽의 비과학성을 웅변적으로 말해

준다. 이 문제는 Swift 모델에만 해당되는 사항은 물론 아니다. 

단조를 비롯한 체적소성가공의 경우, Considère 조건을 만족

하는 Hollomon 모델의 변형경화지수보다 훨씬 큰 변형률에 대

한 유동정보가 중요하다. 이 연구에서는 포스트-네킹 변형경화

를 대표하는 점으로 점 Q (0.753, 556 MPa)를 결정하였다. 점 Q

를 통과하도록 유동상수를 계산하여 Table 1에 나타내었으며,

유동곡선을 Fig. 2의 상부에 나타내어 RFC와 비교하였다. Fig.

2의 하부에서는 인장시험의 실험과 5개의 유동곡선을 사용하여

예측한 인장시험 곡선을 비교하고 있다.

식(3)과 식(4)에서 보는 바와 같이, Hollomon 모델에서 변형경

화지수는 네킹점에서의 진변형률이고, Swift 모델에서는 이 변형

경화지수를 평형이동시킨 것이다. 그러나 식(1)에서 보는 바와
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associated engineering stress-strain curves, experimental or

predicted
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같이, Ludwik 모델에서 변형경화지수는 네킹점에서의 진변형률

에다 을 나눈 값이다. 따라서 곡선의 형태에 큰 영향을

미치는 두 유동모델의 변형경화지수가 변형경화 재료의 경우

큰 차이를 보일 수밖에 없다.

Table 1에서 주목할 점은 값과 의 값의 큰 차이이다. 흔

히 Ludwik 모델과 Swift 모델의 동질성을 감안하여 이 두 값의

차이가 작을 것으로 판단되지만, 점 Q로 대표되는 관심 영역에

서는 비교적 큰 차이를 나타냄을 알 수 있다. 이 차이는 Fig. 2

의 고변형률에서 두 모델의 차이를 발생시킨다. 이것은 두 모델

이 혼합 유동모델의 기본 모델로 사용될 수 있는 가능성을 보여

준다. 지금까지 연구자들이 이 두 모델의 조합에 관심을 가지지

않았던 것은 전술한 바와 같이 저변형률에서 두 모델의 수치상

유사성에 있는 것으로 판단된다.

Fig. 2의 인장시험의 예측 결과로부터 모든 기본 유동모델의 유

동곡선들이 네킹 조건을 공학적 관점에서 정확하게 예측하였다.

그러나 Hollomon 모델은 유동곡선과 인장시험 곡선 모두 실험 결

과에 비하여 큰 오차를 보인다. Voce 모델은 그 특성상 고변형률

에서 변형경화를 과소 계산함을 보여주고 있고, 이로 인하여 인장

시험에서도 큰 공칭변형률에서 다소의 오차를 발생시키고 있다.

따라서 Sung 등[29]과 Lemoine 등[32]의 혼합 유동모델에서 사용

된 Voce 모델은 고변형률을 주안점으로 하는 체적소성가공 목적

의 혼합 유동모델에는 적합하지 않을 수 있다. 그러나 Fig. 2로부

터 저변형률에서는 Hollomon 모델을 제외한 세 개의 유동곡선이

실험과 다소 큰 차이를 나타낸다는 점을 알 수가 있다. 

한편, Fig. 3은 재료의 연화가 일어나는 지점인 점 S까지 인

장시험을 유한요소법[33]으로 예측한 시편의 형상을 비교한다.

Table 2는 RFC와 네 가지의 기본 유동모델을 적용하여 예측한

인장시험 시편에서의 최고 변형률과 네킹부의 반지름을 정량적

으로 비교한다. Fig. 3과 Table 2의 비교로부터 Hollomon 모델

은 이 재료의 포스트-네킹 변형경화를 표현하는데 한계를 보이

고 있다. 반면, 목표 유동곡선으로 설정한 RFC에 가장 근접하

게 예측한 유동모델은 Swift 모델이다.

전술한 내용과 고찰로부터, 전형적인 변형경화 재료의 네킹

조건을 만족시키면서 프리-네킹 변형경화와 포스트-네킹 변형경

화를 동시에 만족시키는 기본 유동모델은 존재하지 않는다는

점을 짐작할 수 있다. 이 문제는, 네 개 또는 그 이상의 유동상

수를 가진 응용 유동모델[34]을 사용하면, 이론적으로는 해결

가능할 수도 있다. 실제 어느 정도의 오차를 허용한다면, 실용성

을 확보할 수도 있다[28]. 그러나 항복점과 네킹점 사이에서 급

격하는 변화하는 유동특성을 감안할 때, 이 문제를 보다 근본적

으로 해결할 실용적 모델은 아직까지 연구되지 않았다. Joun 등

[13]이 제안한 모델은 구간선형함수를 사용하여 많은 유동상수

를 도입함으로써 대부분의 영역에서 신뢰할만한 유동곡선을 표

현하는 장점이 있다. 그러나 그 한계는 획득된 유동응력의 적용

범위, 즉 한계 변형률에 있다. Joun 등의 방법의 적용연구에 따

르면, SCM435의 경우 1.6의 최대 변형률까지 유동응력의 획득

이 가능하지만[1,34], 이 변형률은 자동다단 냉간단조[9]에서 발

생하는 최대 변형률에 크게 못 미치는 것이다.

고변형률에서 유동응력이 필요할 경우에는 필연적으로 외삽

에 의하여 고변형률에서 유동응력을 추정해야 하거나 목표로

하는 점을 통과하는 유동곡선을 수식으로 표현해야 한다. 이러

한 목적으로 프리-네킹 변형경화, 내킹 조건, 포스트-네킹 변형

경화를 동시에 만족시키는 유동함수가 요구된다. 이러한 유동함

수는 탄소성 유한요소법의 사용 시 탄성과 소성의 경계 영역에

서 해의 정확도를 높이면서 고변형률에서도 해의 정확도를 높

일 뿐만 아니라 인발 공정이나 네킹이 발생하는 충돌 현상의 해

석과 소재의 파단 특성을 규명하기 위한 해석[35] 등의 목적으

로 사용될 수가 있다.

3. 혼합 유동모델

Hollomon 모델은 네킹 전후의 유동응력을 동시에 고정확도

로 표현하는 목적으로 사용될 수가 없다. 따라서 나머지 세 개

의 기본 유동모델 중에서 두 개를 기초 유동모델(Basis Flow

Model)로 사용하여 혼합 유동모델을 구성하였다. Fig. 2에서 보는
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Fig. 2 (Upper panel) RFC and four fundamental flow models with

an emphasis on the necking point Q and (Lower panel) their

corresponding tensile test predictions with the experimental

tensile test 

Table 1 Flow constants satisfying the necking conditions and the

point Q on RFC

Model name Flow constants

Ludwik  = 310 MPa,  = 289 MPa,  = 0.557

Voce  = 344 MPa,  = 294 MPa,  = 1.69

Hollomon  = 525 MPa,  = 0.127

Swift  = 338 MPa,  = 6.72,  = 0.276

Y
0L

L
1

n
L

Y
0V

V
1

V
2

K n

Y
0S

S
1

n
s



한국정밀공학회지  제 39권 제 8호 August 2022 / 587

바와 같이 점 Q를 만족시키는 Ludwik, Voce, Swift 모델의 유동

응력은 프리-네킹 변형률 영역에서 RFC보다 크다. 그 결과 예

측된 공칭응력-변형률 곡선도 실험 곡선의 상부에 위치하고 있

다. 이 사실은 Ludwick, Voce, Swift 모델을 기초 유동모델로 활

용한 혼합 유동모델을 내분점의 개념을 활용하여 구할 수 없다

는 것을 의미한다. 이것은 실제의 유동곡선이 항복점을 지나면

서 급격한 기울기 변화를 겪는 반면, 점 Q를 만족시키는 기본

유동모델이 항복점을 표현하는데 한계를 보이기 때문에 발생한

것이다.

이 연구에서 논의의 대상으로 하는 혼합 유동모델을 위한 기

초 유동모델의 조합은 혼합변수(Blending Parameter) α에 의하

여 다음과 같이 표현된다.

(5)

(6)

(7)

여기서 식(5)부터 식(7)을 각각 Ludwik-Swift, Ludwik-Voce,

Swift-Voce 혼합 유동모델이라고 한다. 변형률이 0일 때, 유동응력,

즉 항복강도가 305 MPa라고 가정하고(실제의 항복강도는 이 수

치보다 작다), 이를 만족시키는 혼합변수를 구하면, ,

, 이다. 따라서 모든 혼합변수가 0과 1

사이에 존재하지 않으므로 내분점은 존재하지 않는다. 이것이 답

이 없다는 것을 의미하는 것이 아니다. 그러나 그 답의 오차가

증폭될 수 있다. 임의의 변형률에서 두 모델의 평균값을 기준

으로 할 때 혼합 유동모델의 오차는 두 유동모델의 차이의

배가 된다. 따라서 Ludwik 모델과 Swift 모델의 경우 평

균값을 기준으로 했을 때 약 0.660배의 오차가 발생하며, 이것은

실질적으로는 두 모델의 오차의 16%가 Ludwik 모델로부터 바깥

으로 벗어난 것이 된다. 따라서 두 모델의 차이가 작을 경우 두

모델을 이용한 혼합 유동모델의 오차는 크지 않다. 

실제 Fig. 4로부터 0.0과 1.3 사이의 변형률에서 Ludwik 모

델과 Swift 모델의 평균값 대비 오차의 최대값이 약 1.03% (=

6.55 / 638.65 MPa × 100)이므로 Ludwik 모델을 기준으로 유동

응력의 최대 오차는 0.16% (= 1.03 × 0.16%)가 된다. 이 오차

를 Fig. 4에서 확인할 수 있다. 즉, Ludwik-Swift 혼합 유동모

델은 세 개의 점(항복점, 네킹점, Q점)을 통과하면서 그 이외의
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Table 2 Comparison of the predicted tensile tests (Fig. 2) at the strain corresponding to the point S

Model
Max.

Strain

Radius at the

neck (R) [mm]

Radius error at S 

to RFC [%]

Flow stress error at S to 

RFC [%]

Tensile load error 

at S’ to experiment [%]

RFC 0.729 2.232 - - 0.1

Ludwik 0.786 2.178 -2.4 1.1 -0.5

Voce 0.680 2.280 2.2 -1.9 4.4

Hollomon 0.998 1.993 -10.7 -12.7 -17.6

Swift 0.747 2.211 -0.9 0.3 1.3

Fig. 3 Deformed shapes with effective strains of the tensile test at

the point S’, predicted using the fitted fundamental flow

models and RFC. R means the neck radius
Fig. 4 Comparison of flow curves models (Assumed yield strength

= 305 MPa) and their corresponding tensile test predictions

of the Ludwik, Swift, Ludwik-Swift models with an

emphasis on the point Q
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점에서는 Ludwik 모델을 따라감을 알 수가 있다. 그리고 혼합

유동모델을 이용하여 예측한 공칭응력-공칭변형률 곡선은 인장

시험으로 획득한 실험곡선과 유사하다. 따라서 이 검토 결과는

외삽에 근거한 Ludwik-Swift 혼합 유동모델을 이용하여, Fig. 1의

RFC를 닫힌 꼴 함수로 표현하는 것이 공학적 차원에서 가능함

을 의미한다. 

어떤 하나의 점(여기서는 항복점) 때문에 외삽을 해야 할 경

우 두 모델 간의 차이가 그 점에서 클수록 외삽에 기인하는 오

차가 작아진다. 전술한 논리는 Ludwik-Voce 혼합 유동모델에도

적용된다. Fig. 5에서 보는 바와 같이 이 혼합 유동모델도 RFC

에 근접함을 알 수 있다. 즉, Table 1에서 Ludwik, Voce, Swift

모델의 항복강도(변형률 0에서 유동응력)는 각각 310, 344, 338

MPa이다. Ludwik과 Voce 모델의 항복강도 차가 Ludwik과

Swift 모델의 항복강도 차보다 크게 나타나고, 이것이 Table 3에

서 보는 바와 같이 점 S에서의 두 혼합 유동모델의 정확도에 반

영된 결과로 나타났다.

반면, Swift-Voce 혼합 유동모델의 경우, 피팅된 유동곡선에서

항복강도의 차이가 상대적으로 작다. 이 점은 Ludwik-Swift 및

Ludwik-Voce 혼합 유동모델과는 다르다. 그 결과, 혼합변수의

값이 6.59로 두 모델의 평균을 기준으로 하는 오차는 크게 됨을

알 수 있다. 이 결과는 Fig. 6에서 보는 바와 같이 요구된 조건

인 네킹점 N과 대표 변형률 점 Q의 요구조건을 만족시키지만

그 점을 제외한 나머지의 변형률에서 상대적으로 큰 유동응력

의 차이를 발생시켰다.

전술한 세 가지의 혼합 유동모델의 인장시험 예측 정확도를

비교하기 위하여 인장시편의 형상 측정결과를 Fig. 7과 Table 3

에 정리하였다. 이 인장시험 결과는 각 혼합 유동모델을 적용한

인장시험 시뮬레이션 결과를 바탕으로 한 것이며, 인장시험은

연화가 일어나기 직전의 유동응력 곡선의 S점까지 진행되었다.

Fig. 7과 Table 3에서 확인할 수 있는 바와 같이 두 모델의 항복

강도 차가 큰 Ludwik-Voce 모델이 RFC 모델에 가장 근접한 예

측 결과를 보이고 있다. 이것은 전술한 외삽 원리의 분석 결과

와도 일치한다.

한편, 앞에서 설명한 Ludwik 모델을 기반으로 하는 두 개

의 혼합 유동모델, 즉 Ludwik-Swift 및 Ludwik-Voce 혼합 유

동모델의 진응력-변형률 곡선과 이를 이용하여 예측된 공칭응

력-변형률 곡선은 상당한 변형률 범위에서 각각 RFC와 실험 공

칭응력-변형률 곡선을 미소한 오차로 따라가는 결과를 보인다.

Fig. 5 Comparison of flow curves models (Assumed yield strength

= 305 MPa) and their corresponding tensile test predictions

of the Ludwik, Voce, Ludwik-Voce models with an emphasis

on the point Q

Fig. 6 Comparison of flow curves models (Assumed yield strength

= 305 MPa) and their corresponding tensile test predictions

of the Swift, Voce, Swift-Voce models with an emphasis on

the point Q

Table 3 Comparison of contracted specimen radius and effective strain after tensile test simulations in which RFC and 3 different blended flow

stress model were applied

Model
Max.

Strain

Radius at the neck 

[mm]

Difference with respect to 

RFC [%]

Flow stress error at S 

to RFC [%]

Tensile load error at S’ to 

experiment [%]

RFC 0.729 2.232 - - 0.1

Ludwik-Swift 0.805 2.156 3.4 1.2 -3.5

Ludwik-Voce 0.790 2.170 2.8 1.5 -0.9

Swift-Voce 0.936 2.028 9.1 12.7 -6.2
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네킹점의 반지름도 3.4% 이내로 RFC 모델과 작은 차이를 보

인다. 그러나 Figs. 4와 5의 확대된 저변형률 구간에서 보는 바

와 같이, 혼합 유동모델의 유동곡선이 Ludwik 모델의 유동곡선

과 유사하게 결정되며, 예측된 공칭응력-변형률 선도의 경우도

Ludwik 모델을 적용한 인장시험의 예측결과와 유사하게 나타난

다. 이러한 이유로 혼합 유동모델의 유동응력 곡선은 저 변형률

구간에서 RFC 모델과 큰 차이를 보이며, 이에 상응하는 인장시

험 예측 결과의 오차도 비교적 크다. 이것은 Ludwik 모델의 항

복강도 310이 혼합 유동모델의 항복강도로 추정한 305 MPa과

매우 가깝고 혼합 유동모델의 다른 모델과는 멀리 떨어져 있기

때문이라고 추정된다. 그 근본 원인은 인위적으로 305 MPa를

추정한 데 있다. 실제 추정된 305 MPa의 항복강도는 실제 값보

다 다소 크다는 사실을 Figs. 4부터 6의 저변형률 구간에서 확

대된 그림들은 강조하고 있다.

전술한 바와 같이 혼합 유동모델이 Ludwik의 모델과 유사하게

형성되는 점을 보완하기 위해 항복강도를 = 305보다 작은

=280MPa로 추정하여 혼합 유동모델을 도출해 보았다. 이 새로

운 항복강도를 만족시키는 혼합변수는 = 2.032, = 1.855,

= 10.792 로 계산된다.

항복강도(280 MPa), 네킹점(0.127, 404 MPa), 진응력-변형률

곡선상의 한 점 Q(0.753, 556 MPa)를 지나는 혼합 유동모델, 즉

Ludwik-Swift, Ludwik-Voce, Swift-Voce 모델을 적용한 인장시

험의 시뮬레이션 결과를 Figs. 8부터 10에 각각 나타내었다. 항

복점이 낮아짐으로 인하여 유동곡선과 인장시험 결과 선도 모두

저변형률 구간에서 RFC 모델의 유동선도와 인장시험 결과에

보다 가깝게 접근하므로 이 구간에서 유동모델의 정확도 향상

이 이루어졌다. 

유동선도상의 점 S까지 실행한 인장시험의 예측 결과(Fig.

11)를 분석한 Table 4에서 네킹점의 인장시험 시편 반지름의 비

교 수치를 살펴보면 RFC의 적용 결과에 가장 근접한 모델이

Ludwik-Swift 모델이다. 이 혼합 유동모델을 사용하여 예측한

인장시험의 오차는 공칭변형률 0.29에서 최대 2.1%로 나타났다. 

그러나 단일 유동모델 중에서 네킹점 이후에 가장 우수한

정확도를 보인 Ludwik 모델의 오차인 0.8%에는 못 미친다. 그

리고 이것은 항복강도 305 MPa을 적용한 Ludwik-Voce 모델

Y
0

Y
0

α
ls

α
lv

α
sv

Fig. 7 Deformed shapes with effective strains of the tensile test at

the point S’, predicted using the blended flow models

(Assumed yield strength = 305 MPa) and RFC. R means the

neck radius

Fig. 8 Comparison of flow stresses models (Assumed yield strength

= 280 MPa) and their corresponding tensile test predictions

of the Ludwik, Swift and Ludwik-Swift models with an

emphasis on the point Q

Fig. 9 Comparison of flow stresses models (Assumed yield strength

= 280 MPa) and their corresponding tensile test predictions

of theLudwik, Voce and Ludwik-Voce models with an

emphasis on the point Q
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의 최대 오차 1.6%보다 악화된 결과이다. 따라서 저변형률 구

간에서의 정확도 개선에도 불구하고 전체적으로는 유동모델의

정확도가 약간 하락했음을 의미한다. 그러나 혼합변수 하나의

추가와 간단한 수계산으로 유동곡선 전체(Fig. 1에서 항복점에

서 점 S 또는 S’까지)에 대해서 인장시험 결과(공칭응력-변형률)를

기준으로 최대 오차가 2.1% 이하로 통제가 된 것은 정확성과

적용성 양면에서 유의미하다고 할 수 있다.

4. 토의

(1) 혼합 유동모델은 그 유용성에 비하여 기초 및 응용 연구

가 부진하다. 그 원인 중의 하나는 인장시험에서 발생하는 포스

트-네킹 변형경화에 관한 연구의 어려움이다. 혼합 유동모델은

주로 판재소성가공 분야에서 저변형률에서의 유연한 유동곡선

의 표현을 위하여 연구되었다. 대부분 Voce 모델 또는 그 파생

모델과 다른 기초 유동모델 간의 혼합이 주류를 형성하였다. 그

결과, 혼합 유동모델의 유용성이 과소평가되어 왔다.

(2) Voce 모델의 특징은 점근 응력에 있다. 이 점근 응력으로

인하여 고변형률에서 변형경화능을 표현하는데 한계가 있다.

Voce 모델이 사용된 혼합 유동모델은 다소 가변적일 수밖에

없는 항복강도 등의 조건에 민감하게 변하는 특징이 확인되

었다. 

(3) 특히, 혼합 유동모델에 관한 기존의 연구는 그것이 두 기

초 유동모델의 내분점(0과 1 사이의 혼합변수 조건)으로 결정된

다는 것을 전제로 한 것으로 판단된다. 이것은 제한된 저변형률

에 대해서 Voce 모델이 혼합 유동모델의 기초 유동모델 중의 하

나로 사용된 배경일 것으로 짐작이 된다.

(4) 추가적으로 선택한 변형률에서 기초 유동모델의 응력이

목표 유동곡선을 기준으로 한쪽에 치우쳐 있을 경우 외삽에 의

해 그 점에서의 응력 요구조건을 만족시켜야 한다. 이때, 이 연

구에서 사용한 전형적인 변형경화 재료의 경우 Ludwik-Swift

혼합 유동모델은 비교적 안정적인 결과를 보였다. 이것은

Ludwik 모델과 Swift 모델이 변형경화 재료의 변형경화지수의

측면에서 상호 보완 관계에 있기 때문이다.

(5) Ludwik 모델의 경우 고변형경화 재료에서 상대적으로 큰

변형경화지수를 갖는다. 외삽으로 구성된 혼합 유동모델의

Ludwik 의존도가 클 경우 고변형률에서 유동응력의 증가가 다소

Fig. 10 Comparison of flow stresses models (Assumed yield

strength = 280 MPa) and their corresponding tensile test

predictions of the Swift, Voce and Swift-Voce models with

an emphasis on the point Q

Fig. 11 Deformed shapes with effective strains of the tensile test at

the point S’, predicted using the blended flow models

(Assumed yield strength = 280 MPa) and RFC. R means

the neck radius

Table 4 Comparison of contracted specimen radius and effective strain after tensile test simulations in which RFC and 3 different blended flow

stress model were applied ( = 280 MPa)

Model
Max.

Strain

Radius at the neck 

[mm]

Difference with respect to 

RFC [%]

Flow stress error at S 

to RFC [%]

Tensile load error at S’ to 

experiment [%]

RFC 0.729 2.232 - - 0.1

Ludwik-Swift 0.813 2.150 3.7 1.9 -1.8

Ludwik-Voce 0.855 2.106 5.6 3.7 -5.4

Swift-Voce 0.955 1.997 10.5 22.0 -6.4

Y
0
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클 수 있다. 이러한 문제의 해결을 위해서 적절한 대표 변형률

또는 특정점의 선택이 필요하다.

(6) 2개의 기초 유동모델을 혼합하는 경우, 6개(Hollomon 모

델을 포함할 때) 또는 7개의 상수(유동상수와 혼합상수)의 결정

이 필요하므로 실용성 측면에서 복잡하게 보일 수가 있다. 그러

나 각 기초 유동모델의 유동상수는 Considère 조건과 선택된 점

의 정보로부터 독자적으로 결정되고, 식(5)부터 식(7)에서 정의

된 혼합변수는 이들과 무관하게 간단한 수 계산으로 구해진다.

따라서 기존의 방식과는 달리 제안된 혼합 유동모델에서 유동

상수와 혼합변수의 결정은 용이하다.

5. 결론

상온에서 재료의 유동특성에 관한 기존 연구들이 대부분

네킹점의 중요성을 과소평가하는 경향이 있었다. 최근 소성가

공 공정의 고정도 해석과 충돌 해석 등으로 인하여 네킹 해석

의 중요성이 부각되었고, DIC 등의 실험적 방법이 뒷받침되

면서 관련 연구가 활기를 띠고 있다. 이러한 응용 연구의 활

성화를 위한 유연한 재료모델이 절실하다. 이러한 요구를 해

결하는 데 있어 혼합 유동모델의 유용성과 그 활용 방안을 제

시하였다.

혼합 유동모델에 사용된 기초 유동모델이 네킹점(인장강도와

Considère 조건)과 유동곡선 상의 특정점을 만족시킬 경우 혼합

변수들의 합이 1이 된다는 전제하에, 혼합 유동모델은 그 네킹

점과 특정점을 자동적으로 만족시킨다. 이것은 혼합변수 하나의

독립적 결정을 통하여 손쉽게 추가된 하나의 특정점을 만족시

킬 수 있다. 이러한 장점들을 활용한 혼합 유동모델의 구성 방

법이 확립되었다. 

Ludwik-Swift 모델은 고변형률에서 전형적인 변형경화 소재

에 적합한 혼합 유동모델로 평가되었다. 특히 외삽을 해야 하는

경우에도 관심 영역의 변형률 범위에서 신뢰할만한 결과를 나

타내었다. Ludwik과 Swift 모델이 전형적인 변형경화 재료의

혼합 유동모델 목적으로 잘 어울리는 이유는 유사한 유동곡선

의 패턴을 가지면서 동시에 변형률 경화 지수의 차이가 크다는 데

있다. 반면, 기존 연구에서 주로 사용된 Voce 모델은 이 유동모델

이 갖는 점근 응력의 특성으로 인하여 단조의 고변형률 조건에

부적합한 것으로 평가되었다.
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